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基本概念

•数组 (Array)  是数量和元素类型固定的
有序序列

•静态数组必须在定义它的时候指定其大小
和类型

•动态数组可以在程序运行才分配内存空间

12.1 多维数组
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基本概念 (续) 

•多维数组 (Multi-array)  是向量的扩充
•向量的向量就组成了多维数组
•可以表示为：

ELEM A[c
1
..d

1
][c

2
..d

2
]…[c

n
..d

n
]

• c
i 
和 d

i 
是各维下标的下界和上界。所以其元素

个数为：

12.1 多维数组





n
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ii cd
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d1=3,d2=5 

d1 

d2 

a[1][1] 

d1 

d2 

d3 

a[1][3][5] 

数组的空间结构

12.1 多维数组

二维数组 三维数组
d1[0..2],d2[0..3],d3[0..1]分别为3个维

d1=3,d2=4, d3=2
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数组的存储
•内存是一维的，所以数组的存储也只能是一维的

• 以行为主序 (也称为“行优先”) 

• 以列为主序 (也称为“列优先”) 

12.1 多维数组

 

X= 

1  2  3 

4  5  6 

7  8  9 
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Pascal语言的行优先存储

12.1 多维数组

a
112

a
113

… a
11n

a
122

a
123

… a
12n

a
1m2

a
1m3

… a
1mn

…………………………

a
211

a
212

a
213

… a
21n

a
221

a
222

a
223

… a
22n

…………………………

a
2m1

a
2m2

a
2m3

… a
2mn

┇
a

k11
a

k12
a

k13
… a

k1n

a
k21

a
k22

a
k23

… a
k2n

…………………………

a
km1

a
km2

a
km3

… a
kmn

a
111

a
121

a
1m1

a[1..k,1..m,1..n]

𝑎11∗

𝑎12∗

𝑎1𝑚∗

𝑎2𝟏∗

𝑎2𝟐∗

𝑎2𝒎∗
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FORTRAN的列优先存储
a111 a211 a311 … ak11

a121 a221 a321 … ak21

…………………………
a1m1 a2m1 a3m1 … akm1

a112 a212 a312 … ak12

a122 a222 a322 … ak22

…………………………
a1m2 a2m2 a3m2 … akm2

┇
a11n a21n a31n … ak1n

a12n a22n a32n … ak2n

…………………………
a1mn a2mn a3mn … akmn

12.1 多维数组

a[1..k, 1..m, 1..n]

𝑎∗11

𝑎∗21

𝑎∗𝑚1

𝑎∗∗1

𝑎∗∗2
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• C++ 多维数组ELEM A[d
1
][ d

2
]…[d

n
];

12.1 多维数组

1 2

1 2 2 3

1

1

1 1

( [ , , , ]) ( [0,0, ,0])

[

]

( [0,0, ,0]) [ ]

n

n n

n n n

nn

i k n

i k i

loc A j j j loc A

d j d d j d d

j d j

loc A d j d j





  



        

   

    
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用数组表示特殊矩阵

•三角矩阵：上三角、下三角
•对称矩阵
•对角矩阵
•稀疏矩阵

12.1 多维数组
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下三角矩阵图例

•一维数组 list[0.. (n
2
+n) /2-1]

•矩阵元素 a
i,j
与线性表相应元素的对应位置为

list[ (i
2
+i) /2 + j] (i>=j) 

12.1 多维数组

 
0   

0  0  

7  5  0   

0  0  1  0 

9  0  0  1  8 

0  6  2  2  0  7 
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对称矩阵
• 元素满足性质 a

i,j
= a

j,i
，0<= (i, j) <n

例如，右图的无向图相邻矩阵

• 存储其下三角的值，对称关系映射

• 存储于一维数组 sa[0..n (n+1) /2-1] 

• sa[k] 和矩阵元 a
i,j
之间存在着一一对应的关系 ：

12.1 多维数组

3 15

3 4

4

  0    0  

    0    0

  0    0  

  0    0

6

15 6

 
 
 
 
 
 









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对角矩阵
• 对角矩阵是指：所有的非零元素都集中在主对角线及以
它为中心的其他对角线上。

• 如果 |i-j| > 1，那么数组元素 a[i][j] = 0。
• 下面是一个三对角矩阵：

12.1 多维数组

a
0,0

a
1,1

a
0,1

a
1,0

a
n-1,n-2

a
n-1,n-1

a
n-2,n-1

a
1,2

0

0

……

……

……
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稀疏矩阵
• 稀疏矩阵中的非零元素非常少，而且分布也不规律

12.1 多维数组



 
 
 
 

  
 
 
  
 

6 7

0 0 0 7 0 0 5

0 15 0 0 0 0 0

0 0 0 6 0 17 0
A           

0 78 0 0 0 22 0

11 0 0 0 0 0 0

0 0 42 0 0 0 0

0

0

0

0

0

0

0
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•稀疏因子

• 在 m×n 的矩阵中，有 t 个非零元素，则稀疏因子
为:

• 当这个值小于0.05时，可以认为是稀疏矩阵

•三元组 (i, j, a
ij
) ：输入/输出常用

• i 是该元素的行号

• j 是该元素的列号

• a
ij
是该元素的值

12.1 多维数组

nm

t



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稀疏矩阵的十字链表
•十字链表有两组链表组成

• 行和列的指针序列

• 每个结点都包含两个指针：同一行的后继，同一列
的后继

12.1 多维数组

0   3    0

0   5    6

2   0    0

0   1    3

1   1    5

2   0    2

列链表头指针

1   2   6

行
链
表
头
指
针
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经典矩阵乘法
• A[c1..d1][ c3..d3]，B[c3..d3][ c2..d2], 

C[c1..d1][c2..d2]。

C＝A×B  (C
ij
＝ 𝑘=𝑐3

𝑑3 𝐴𝑖𝑘·B𝑘𝑗) 

•

12.1 多维数组
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经典矩阵乘法时间代价
• p=d1-c1+1，m=d3-c3+1，n=d2-c2+1；

• A 为 p×m 的矩阵，B 为 m×n 的矩阵，乘得的结果 C

为 p×n 的矩阵

• 经典矩阵乘法所需要的时间代价为 O (p×m×n)

for (i=c1; i<=d1; i++)
for (j=c2; j<=d2; j++){

sum = 0;
for (k=c3; k<=d3; k++)

sum = sum + A[i,k]*B[k,j];
C[i，j] = sum;

} 

12.1 多维数组
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稀疏矩阵乘法

12.1 多维数组

 3    0    0    5   
 0  -1    0    0
 2    0    0    0 











 0   2
 1   0
-2   4
 0   0 















 =

0   1   2

1   0   1

0   2  -2 2   1   4

-1    0 

0    4  










0    6  



6

-1

列链表头指针

行
链
表
头
指
针

0   0   3 0   3   5

1   1   -1

0  2   2

4

finish
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稀疏矩阵乘法时间代价
• A为 p×m 的矩阵，B 为 m×n 的矩阵，乘得的结果 C

为 p×n 的矩阵
• 若矩阵 A 中行向量的非零元素个数最多为 t

a

• 矩阵 B 中列向量的非零元素个数最多为 t
b

• 总执行时间降低为 O ( (t
a
+t

b
) ×p×n) 

• 经典矩阵乘法所需要的时间代价为 O (p×m×n) 

12.1 多维数组
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稀疏矩阵的应用

i
n

i

i

n

nn

xa

xaxaxaaxP








0

2

210

          

  )( 

12.1 多维数组

一元多项式
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第十二章 高级数据结构

• 12.1 多维数组
• 12.2 广义表

•基本概念
•广义表的各种类型
•广义表的存储
•广义表的周游算法

• 12.3 存储管理
• 12.4 Trie 树
• 12.5 改进的二叉搜索树
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基本概念
•回顾线性表

– 由 n (n≥0)  个数据元素组成的有限有序序列
– 线性表的每个元素都具有相同的数据类型

•如果一个线性表中还包括一个或者多个子表，那
就称之为广义表 (Generalized Lists，也称Multi-list)  
一般记作：

– L＝ (x0，x1，…，xi，…，xn-1) 

12.2 广义表和存储管理
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L＝ (x
0
，x

1
，…，x

i
，…，x

n-1
) 

• L是广义表的 名称
• n为 长度
•每个x

i
(0≤ i ≤ n-1) 是L的 成员

– 可以是单个元素，即原子 (atom) 

– 也可以是一个广义表，即子表 (sublist) 

•广义表的 深度：表中元素都化解为原子后的括
号层数

12.2 广义表和存储管理
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L＝ (x
0
，x

1
，…，x

i
，…，x

n-1
) 

•表头head = x
0

•表尾tail = (x
1
，…，x

n-1
) 

•规模更小的表

•有利于存储和实现

12.2 广义表和存储管理
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广义表的各种类型
•纯表 (pure list) 

• 从根结点到任何叶结点只有一条路径
• 即任何一个元素 (原子、子表) 在广义表中只出现一次

12.2 广义表和存储管理

(x1,  (y1 , (a1 ,a2)  , y3) , x3 , (z1 ,z2) ) 

x1

y1

a1 a2

y3 z1 z2

x3
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广义表的各种类型 (续) 

• 可重入表

• 其元素 (包括原子和子表) 

可能会在表中多次出现

• 如果没有回路图示对应于

一个 DAG

•对子表和原子标号

12.2 广义表和存储管理

(L1:  (a,b) ,  (L1, c ,L2: (d) ) ,   (L2, e,L3:  (f,g)  )  , L3)  

( ( (a, b) ) ,  ( (a,b) ,c,d) ,  (d, e, f, g)  ,  (f ,g) ) 

L1
L2

L3

a b
d

e
f g

c

特例：循环表 (即递归表) 
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广义表的各种类型 (续) 

•循环表
• 包含回路
• 循环表的深度为无穷大

12.2 广义表和存储管理

(L1: (L2: (L1, a) ) ,  (L2, L3: (b) ) ,  (L3, c) , L4: (d,L4) ) 

L1

L2
L3

a b

c

L4

d
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A                B                 C                                   D

B       C          A

6 2

线性表

’a’

5      3    ’x’

纯 表

6      2  ’a’

5      3    ’x’

E

B D

C A

6 2

’a’

5      3    ’x’

再入表

F

4 插入表

12.2 广义表和存储管理
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•图再入表纯表 (树) 线性表
•广义表是线性与树形结构的推广

•递归表是有回路的再入表
•广义表应用

•函数的调用关系
•内存空间的引用关系
• LISP 语言

12.2 广义表和存储管理
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广义表存储ADT (续) 

12.2 广义表和存储管理

1

1

1

data0

head

D10

D20

finish

• 不带头结点的广义表链
– 在删除结点的时候会出现问题

– 删除结点 data 就必须进行链调整
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-1 1

-1

1

data0

head (ref=0) 

D10head (ref=1) 1

-1

head (ref=2) 

D20

广义表存储ADT (续) 

12.2 广义表和存储管理

• 增加头指针，简化删除、插入操作
• 重入表，尤其是循环表

– mark 标志位——图的因素
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带表头结点的循环广义表

12.2 广义表和存储管理

 

 -1   1  

 -1  

 1  

 1  

L 

 1 \ 

Lx 

 1  

  -1  

Ly 

c 0 \ 

 1   1 \ 

 d 0   -1  L4  1 \ 

 -1   b 0 \ 

L3 

 -1   1 \  a 0  

 -1   1 \ 

L2 

L1 
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 -1   1  

 -1  

 1  

 1  

L 

 1 ＼ 

Lx 

 1  

  -1  

Ly 

c 0 ＼ 

 1   1 ＼ 

 d 0   -1  L4  1 ＼ 

 -1   b 0 ＼ 

L3 

 -1   1 ＼  a 0  

 -1   1 ＼ 

L2 

L1 

12.2 广义表和存储管理

(L1: (L2 : (a ) ) ,L1
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 -1   1  

 -1  

 1  

 1  

L 

 1 ＼ 

Lx 

 1  

  -1  

Ly 

c 0 ＼ 

 1   1 ＼ 

 d 0   -1  L4  1 ＼ 

 -1   b 0 ＼ 

L3 

 -1   1 ＼  a 0  

 -1   1 ＼ 

L2 

L1 

finish

(L1:  (L2:  (a ,L1) ) Lx : L3, L2 , : (b ) ) , Ly : ( L3 , c) , L4 :  ( d , ) ) L4(

12.2 广义表和存储管理

讲师录像
4:3
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第十二章 高级数据结构

• 12.1 多维数组
• 12.2 广义表
• 12.3 存储管理

•分配与回收
•可利用空间表
•存储的动态分配和回收
•失败处理策略和无用单元回收

• 12.4 Trie 树
• 12.5 改进的二叉搜索树
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分配与回收
•内存管理最基本的问题

• 分配存储空间
• 回收被“释放”的存储空间

•碎片问题
• 存储的压缩

•无用单元收集
• 无用单元：可以回收而没有回收的空间
• 内存泄漏 (memory leak)   

• 程序员忘记 delete 已经不再使用的指针

12.3 存储管理
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可利用空间表
•把存储器看成一组变长块数组

• 一些块是已分配的
• 链接空闲块，形成可利用空间表 (freelist) 

•存储分配和回收
• new p 从可利用空间分配

• delete p 把 p 指向的数据块返回可利用空间表

•空间不够，则求助于失败策略

12.3 存储管理
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avail                             avail 

（1）初始状态的可利用空间表 
（2）系统运行一段时间后 

的可利用空间表 

结点等长的可利用空间表 
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可利用空间表的函数重载
template <class Elem> class LinkNode{

private:

static LinkNode *avail; // 可利用空间表头指针
public:

Elem value;                     // 结点值
LinkNode * next;          // 指向下一结点的指针
LinkNode (const Elem & val, LinkNode * p) ;

LinkNode (LinkNode * p = NULL) ; // 构造函数
void * operator new (size_t) ;    // 重载new运算符
void operator delete (void * p) ; // 重载delete运算符

};

12.3 存储管理
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//重载new运算符实现
template <class Elem>

void * LinkNode<Elem>::operator new (size_t) {

if (avail == NULL)    //可利用空间表为空
return ::new LinkNode; //利用系统的new分配空间

LinkNode<Elem> * temp = avail;

//从可利用空间表中分配
avail = avail->next;

return temp;

}

12.3 存储管理
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//重载delete运算符实现
template <class Elem>

void LinkNode<Elem>::operator delete (void * p) {

( (LinkNode<Elem> *)  p) ->next = avail;

avail =  (LinkNode<Elem> *) p;

}

12.3 存储管理
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可利用空间表：单链表栈

• new 即栈的删除操作
• delete 即栈的插入操作
•直接引用系统的 new 和 delete 操作符，
需要强制用“::new p”  和“::delete p”

•例如，程序运行完毕时，把 avail 所占用的
空间都交还给系统 (真正释放空间) 

12.3 存储管理
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可利用 avail2 

单链表 head2 

可利用 avai11 

单链表 head1 

L 
静态区 

后备 

存储区 

info 

单链表 1 的结点

结构 
link 

单链表 2 的结点

结构 info 

link 

 

 

 

 

静态区 

pmax 

S 

 

动态存储区 

• pmax 值已经达到或超过S

值，则不能再分配空间
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存储的动态分配和回收

变长可利用块
•分配

• 找到其长度大于等于申请长度的结点
• 从中截取合适的长度

•回收
• 考虑刚刚被删除的结点空间能否与邻接合并
• 以便能满足后来的较大长度结点的分配请求

12.3 存储管理
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空闲块的数据结构

12.3 存储管理

 

标记位 标记位 块长度 

标记位 块长度 指针 

块长

度 标记位 

+ k   

+ k 

- k 

- 

（a）空闲块的结构 （b）已分配块的结构 
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碎片问题

•内部碎片：多于请求字节数的空间
•外部碎片：小空闲块

12.3 存储管理

 

外部碎片 内部碎片 

外部碎片和内部碎片 



48

目录页

张铭《数据结构与算法》

第十二章

高级数据结构

顺序适配 (sequential fit) 

空闲块分配方法
•常见的顺序适配方法：

•首先适配 (first fit)

•最佳适配 (best fit)

•最差适配 (worst fit)

12.3 存储管理
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顺序适配

•问题: 三个块 1200，1000，3000
请求序列：600，500，900，2200

•首先适配：

12.3 存储管理

1200 1000 3000

600 600500 100 900 100 2200 800
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顺序适配

•最佳适配

12.3 存储管理

1200 1000 3000

600500 400 900 21007002200

5555

请求序列：600，500，900，2200
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顺序适配

•最差适配

12.3 存储管理

1200 1000 3000

600 240019002200 500 900 1000

为什么受伤的总是我？……

请求序列：600，500，900，2200
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回收：考虑合并相邻块
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L M N 

+ k 

k + k - 

- 

把块 M 释放回可利用空间表 
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适配策略选择
•需要考虑以下因素用户的要求

• 分配或回收效率对系统的重要性
• 所分配空间的长度变化范围
• 分配和回收的频率

•在实际应用中，首先适配 最常用
• 分配和回收的速度比较快
• 支持比较随机的存储请求

12.3 存储管理

很难笼统地讲这哪种适配策略最好
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失败处理策略和无用单元回收
•如果遇到因内存不足而无法满足一个存储请求，
存储管理器可以有两种行为：
• 一是什么都不做，直接返回一个系统错误信息；
• 二是使用失败处理策略 (failure policy) 来满足请
求。

12.3 存储管理
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存储压缩 (compact) 

•把内存中的所有碎片集中起来
•组成一个大的可利用块
•内存碎片很多，即将产生溢出时使用

•句柄使得存储地址相对化
•对存储位置的二级间接指引
•移动存储块位置，只需要修改句柄值

• 不需要修改应用程序

12.3 存储管理
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两种存储压缩
•一旦有用户释放存储块即进行回收压缩
•在可利用空间不够分配或在进行无用单元的收
集时进行“存储压缩”

12.3 存储管理

例:

压缩前 压缩后
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无用单元收集

•无用单元收集：最彻底的失败处理策略
•普查内存，标记把那些不属于任何链的结点
•将它们收集到可利用空间表中
•回收过程通常还可与存储压缩一起进行

12.3 存储管理
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